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Rece li on vektorski prostor?

1 Linearne kombinacije i linearna nezavisnost

2r — 3y + =z =5
1. Zapisati naredni sistem jednacina preko mnozenja matrica: -y =7
x + 2z = 3

2. Da li je petorka (0,0,0,0,0) u ,dometu“ petorki (1,0,—7,2,5) i (10,2,2,0,3). A petorka
(—8,-2,-16,4,6)? Da li je (—8,—-2,—16,4,6) u ,dometu” petorki (1,0,-7,2,5), (10,2,2,0,3) i
(12,2, —12,4,13)?

3. Da li su trojke (4,—2,6) i (6,—3,9) linearno nezavisne? Da li su trojke (1,0,0), (1,1,0) i (1,1,1)
linearno zavisne?

4. Poznato je da se vektor i moze prikazati kao linearna kombinacija vektora =1, Ts, ...,  na jedinstven
nacin. Dokazati da to vazi i za svaki drugi vektor ¢/ koji se moze prikazati kao linearna kombinacija
vektora Z;.

5. Zasto u prostoru R'” nema 11 linearno nezavisnih vektora?

6. Neka su &y, o, ..., T, linearno nezavisni vektori i neka su vektori 41, %2, ..., Ym takvi da je svaki
vektor Z; neka linearna kombinacija vektora y;. Tada je m > n.

7. Koliko razli¢itih linearnih kombinacija vektora (0,0,1,0,1) i (1,1,1,1,0) postoji u vektorskom
prostoru Fg? Koji vektor bi zajedno sa vektorom (0,0,1,0,1) ¢inio linearno zavisan sistem u IE‘%?

8. Koliko najvise linearno nezavisnih kolona mozemo da izaberemo u narednoj matrici? Da li bi se
odgovor promenio ako bismo drugu kolonu pomnozili sa —57 A Sta ako drugu vrstu pomnozimo sa 3?7

1 2 0 —-13 26
A_ |2 20 21 —a
3 6 0 —42 86
1 0 0 —14 28

9. Kako u terminima ranga matrice opisati da li sistem linearnih jedni¢ina (recimo onaj iz prvog
zadatka) ima resenja?

10. Dokazati da je r(A+ B) <r(A) +r(B) ir(AB) < min{r(A),r(B)}.

11. Neka su A = [a;;] i B = [b;j] dve matrice dimenzije 10 x 10, za koje vazi a;; = b;; + 1, za svako
i,j =1,10. Ako je A3 nula matrica, dokazati da B nije regularna matrica.



2 Zadaci

1. U svako polje table 10 x 10 upisan je znak X (iks) ili O (oks). U jednom potezu dozvoljeno je
promeniti znak u svakom polju jedne vrste, ili u svakom polju jedne kolone. U pocetku je tablica bila
popunjena tako da se nakon 2018 poteza moze dobiti tablica u kojoj su na svim poljima isti znaci.
Dokazati da se ovo moglo postié¢i i nakon najvise 10 poteza.

2. Ne su aq, ao, ..., asg prirodni brojevi koji su delioci broja 70!. Dokazati da mozemo odabrati jedan,
ili nekoliko od ovih brojeva, tako da je njihov proizvod potpun kvadrat prirodnog broja.

3. U gradu sa n stanovnika postoji m biblioteka. U svaku biblioteku je uclanjen neparan broj
stanovnika, a svake dve biblioteke imaju paran broj zajedni¢nih ¢lanova. Dokazati da je m < n.

4. Nizovi (an)nen, (bn)nen 1 (¢n)nen zadovoljavaju sledece jednakosti:

a b b c c a
Gn+1:%, bpy1 = n; N n—; " zasvako n € N.

Dokazati da su ova tri niza konvergentna.

5. Dokazati da se provougaonik stranice 1 i x, pri ¢emu je x iracionalan broj, ne moze poplocati
pomocu kona¢no mnogo kvadrata.

6. Neka su ay,ao, ..., a, realni brojevi za koje vazi: a1 +ag+...+a, =01 a% + a% + ... +a% = 1. Koja
je najveCa mogudéa vrednost izraza ajas + asag + ... + an_1a, + anaq?

7. Robot se kreée po brojevima realne prave na sledeéi nacin: ako se nalazi u tacki %, u sledec¢em
potezu mozZe preéi u tacku Zig}q) za bilo koji prirodan broj n. Na pocetku se nalazi u tacki 2018.

a) Dokazati da, nakon nekoliko poteza, robot moze da stigne u tacku 2.

b) Koliko najmanje poteza mu treba?

8. Permutaciju ai,as, ...,a, brojeva 1,2,...,n zovemo k-limitirana akko vazi |a; — i| < k, za svako
i =1,n. Dali je broj 3-limitiranih permutacija brojeva 1,2, ..., 10 paran ili neparan?
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