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Motivacija

U topologiji, pored geometrijskih oblika, koji su skupovi tacaka,
znacajne su i kontinualne transformacije oblika.

e Automati mogu da se reprezentuju stanjem automata zajedno sa
skupom operacija koje menjaju jedno stanje u drugo.

e U logici, dokaz logicke tvrdnje se sastoji u primeni skupa pravila
logickih zakljucivanja na zadati skup iskaza.

e Funkcije mogu da se definiSu i konstruktivno, kao kombinacije
nekog malog broja jednostavnih funkcija.

Neformalno, kategorija = objekti 4+ transformacije objekata.

objekti transformacije
Topologija geometrijska tela  kontinualne deformacije
Logika logicki iskazi pravila rasudjivanja

Rac¢unarstvo tipovi podataka  funkcije / potprogrami
Fizika stanje sistema fizicki proces




Notacija

Transformacija f objekta tipa A u objekat tipa B, f: A — B,
pracena sa g i h, se zapisuje na neki od sledeca tri nacina:

» dijagramom

A-tlop oo p,

— AT A AR

> algebarski (formulom)

» graficki

hogo f

Transformacije f, g, h se zovu strelice, mape ili morfizmi.



Kategorija (definicija)

Kategorija C se sastoji od kolekcije objekata A, B,C,--- € |C|,i
strelica (morfizama, mapa) izmedju objekata f, g, h, -+ € homg,

f €home(A,B) < f: A— B,

sa osobinama (aksiome):

1. Za svaki objekat A € |C| postoji mapa id4 : A — A takva da za
svaku strelicu f : A — B vazi:

foida=f, idpof=f

2. Za svake dve mape f: A — B,g: B — C, njihova kompozicija je
takodje mapa:

gof:A— C ehomg(4,0)
3. Kompozicija mapa je asocijativna:

folgoh)=(fog)oh



Najjednostavnija kategorija, 1

Jedan objekat i jedna strelica: °

Ako za objekat uzmemo skup od n elemenata, aksioma 1. zahteva da
kompozicija strelica bude takodje strelica, Sto u ovom slucaju znaci da
treba da vazi:

idg oidy =idy4.



Kategorija sa jednim objektom i dve strelice

r\
CD

Objektima i strelicama prvo dodelimo simbole:
s C A 3 g

Da bi ova struktura bila kategorija, f i ¢ ne mogu biti proizvoljne:

e Po aksiomama, moramo da imamo id 4, te stoga uzimamo:
g=1idy
o Kompozicija strelica mora da bude strelica. Posto
fof:A— A,

f o f moze da bude ili f iliid 4.

e Kompozicija strelica mora da bude asocijativna.



Kategorija sa jednim objektom i dve strelice (nastavak)

idACAjf

» Prvo resenje:
fof=ida & f=f""
Konkretni primeri:
> Ajeskup R, ida je funkcija x — x, f je x+— —ux.
> A je skup svih geometrijskih tela u ravni, f je rotacija za 7.
» Drugo resenje:
fof=7f
Konkretan primer:

A su vektori u ravni,
f je projekcija vektora 7 na neki fiksni vektor @, 7+ (- 9)0



Funktor

Svako od ovih resenja mozemo da predstavimo sa po jednim
mapiranjem, F, objekta i strelica kategorije u skupove i funkcije
konkretnog primera kategorije:

F : A — R
F : idg — (ylx)==2x)
Foof = (yz)=-x)

Generalno, mapiranje jedne kategorije u drugu se zove funktor. Ono
naravno ne moze da bude proizvoljno, ve¢ mora da ”prenese” bar deo
strukture sa prve na drugu kategoriju.

Precizna definicija sledi...



Funktor (definicija)

Funktor F' : C — D se sastoji od dva mapiranja:

(i) F:|C| — |D| (mapiranje objekata)
(ii) F :homg(A4, B) — homp(F(A), F(B)) (mapiranje strelica)
sa osobinama:

1. F(ida) = idpea)

2. F(go f)=F(g)o F(f), ili, dijagramatski:

I .p— 9% ¢

i F F
F(A) "9 pio




Komutativni dijagram

Jednacine izmedju strelica se ¢esto predstavljaju dijagramima.
Na primer, jednacina:

f:A—=B, g:B— A, gof=ida

se predstavlja kao:

A—1.p

\\ ig
ida
A
Ako, kada preslikamo A u B sa f, pa B u A sa g, dobijemo isto kao i

kada preslikamo A u A sa id 4, onda kazemo da dijagram komutira, tj.
jednacina g o f = id 4 je zadovoljena.



Kategorija sa objektom i tri strelice

ida
A
O,
Opet imamo samo nekoliko moguéih f i g. Jedno od njih je:

fof=g, fofof=ida

Konkretnu kategoriju koja zadovoljava ovo reSenje mozemo da
opisemo sledeé¢im funktorom F":

F:AHA, idy — A, fHW7 g»—)é&
A

(skup rotacija koje ostavljaju jednakostran. trougao nepromenjenim).



Kategorija sa objektom i tri strelice (nastavak)

id a4
A
A,
Jos jedno partikularno resenje, opisano funktorom G-

G(4) = N

)

G(ida) (y=n)

G(f) = (y=n+1 mod3)
G(9) (y=n+2 mod 3)

Sada imamo dve konkretne kategorije, opisane sa F' i G.
Ove dve kategorije mozemo da mapiramo jednu na drugu:

7: F(A) = G(A), F(ida) = G(ida), F(f) = G(f), F(g) = G(g).

Drugim rec¢ima...



.. imamo mapu 7:

A\ 5 N

A

&%7 > (y=n-+1 mod 3)
C& > (y=n-+2 mod 3)

Ovakvo mapiranje izmedju dva funktora je primer prirodne
transformacije.

I
<
I
S

Ono naravno mora da oCuva strukturu kategorije, ali, generalno, ne
mora da bude invertibilno kao u gornjem primeru.

Definicija sledi...



Prirodna transformacija (definicija)

Prirodna transformacija je familija preslikavanja izmedju dva
funktora, F,G : C — D, definisana za svaki objekat A € |C|, sa
osobinama:

1. 74: F(A) — G(A)
2. Sleded¢i dijagram komutira za svako f:
F(A) > G(A)
F(f) lG(f)
F(B) 2> G(B)



Kategorija sa jednim objektom i n strelica

Prema definiciji, kategorija C sa objektom A i kolekcijom mapa
homeg(A, A), ima sledede osobine:

1. Jedna od mapa mora da bude id4 (jedinicna mapa).

2. Kompozicija mapa je mapa (zatvorenost kompozicije).

3. Kompozicija mapa je asocijationa.
Matematicka struktura koja se sastoji od skupa S i binarne operacije
p sa gornje tri osobine se zove monoid. Kategorija sa jednim
objektom stoga uvek predstavlja monoid.
Ako za svaku mapu f jos postoji i mapa g takva da:

4. fog=1ids < g = f~! (inverzna mapa),
takva kategorija predstavlja grupu.



Kategorije sa dva objekta
o Kategorija 2 je:

wC a5 s

U ovom slucaju f moze da bude proizvoljna mapa izmedju A i B.



Kategorije sa dva objekta

f
ida C A C B D idp
g
Kompozicija f o g: B — B. Jedina takva mapa je idg, te stoga:
fog=idg,
i, slicnim rezonovanjem,
go f = idAa

Dakle f i g su inverzne mape jedna drugoj, g = f~!. Invertibilna
mapa f se zove izomorfizam.



Zadaci

1) Odgovoriti na slede¢a pitanja i za svako dati bar dva primera:

(a) Sta su: skup? element skupa? podskup?

(

(c) Sta je domen, a Sta kodomen funkcije?

(d)

(e) Kada je funkcija ”71-1” (surjektivna)?

f) Kada je funkcija invertibilna (bijektivna)?
)

)
b) Sta je preslikavanje (funkcija)?

Kada je funkcija "na” (injektivna)?

(g) Kada dva skupa imaju isti broj elemenata?

2) Dokazati da ima isti broj neparnih i prirodnih brojeva.
3) Dokazati da ima isti broj tacaka na realnoj osi i na intervalu (0,1).
4) Dokazati da ima isti broj prirodnih i prostih brojeva.

5) Koji skup ima vise tacaka: interval (0,1) ili interval (0,1]?



6) Jedan od nacina da se predstavi mapa f je preko dijagrama u
kome su dva elementa a,b skupa S povezana strelicom od a do b akko
f(a) = b, gde je f neka funkcija (ovakav prikaz se zove endomapa).

(a) Koliko strelica endomape moze da podje od nekog elementa
skupa?

(b) Koliko strelica endomape moze da zavrsi u nekom elementu
skupa?

(¢) Konstruisati tri primera f, g, h endomape na nekom skupu S.
(d) Konstruisati endomapu (hog)o f. Dalije (hog)of =ho(gof)?

(e) Konstruisati endomapu na skupu S koja nije funkcija na S.

7) Konstruisati tri primera endomape f koja zadovoljava fo f = f.

8) Koliko endomapa f koje zadovoljavaju f = f o f ima skup od n
elemenata?



9) Pravilan poligon sa n temena P,, ima bar n rotacija koje ostavljaju
poligon invarijantnim.

(a) Pokazati da skup rotacija zajedno sa kompozicijom dve rotacije
¢ini grupu.

rotacije koje ostavljaju poligon invarijatnim?

10) Konstruisati funktore:
(a) sa proizvoljne kategorije C na kategoriju 1;
(b) sa kategorije 1 na proizvoljnu kategoriju C.

(¢) Koliko ima funktora u svakom od prethodna dva slucaja?

11)

(a) Pokazati da skup funkcija fr : R = R, fi(x) = kz, k € N,
predstavlja kategoriju.

(b) Pokazati isto kao u (a) kada je fr(x) =k + z.

(¢) Konstruistati prirodnu transformaciju izmedju funktora dobijenih

u (a) i (b).



12) Kolekcija objekata nije skup objekata, jer skup ne moze da ima
dva ista elementa, dok kolekcija moze. Na primer, kategorija

f
idACAMBDidB,

definisana na dva kona¢na skupa A i B postaje, ako je A = B:

f

idACANADidA R

i stoga ima dva ista objekta i tri mape. U ovom slucaju sve tri strelice

su endomape skupa A.

(a) Demonstrirati da mape id4 na levom i na desnom A ne moraju
da budu iste.

(b) Dokazati da ako je f na (surjekcija), postoji samo jedno resenje
za oba id4 i pronadi ga.

(c) konstruisati funktor za oba slu¢aja (a) i (b) sa kategorije na
jednostavniju ekvivalentu kategoriju.



13) Nacrtati komutativni dijagram koji predstavlja prvu aksiomu iz
definicije kategorije (postojanje identi¢ne mape).

14) Nacrtati komutativni dijagram koji predstavlja drugu aksiomu iz
definicije kategorije (asocijativnost mapa).

15) Relacija parcijalnog poretka (uredjenja) C izmedju elemenata
nekog skupa S je svaka relacija koja je:

1) refleksivna: Va € S,a C a,
) antisimetricna: a TOAbLC a = a = b,
3) tranzitivha: a TOADC ¢ = a C c.
)

Pokazati da svaka relacija parcijalnog poretka daje jednu
kategoriju.

(b) U ¢emu je razlika izmedju relacije parcijalnog i totalnog poretka?
Dati primer.



16) Neka su:

T skup svih jednakostrani¢nih trouglova sa jednim obelezenim
temenom;

K skup svih kvadrata sa jednim obelezenim temenom;

fo, f1, f2 rotacije trougla oko tezista za 0,27/3,47/3, respektivno;

90, 91, g2, g3 rotacije kvadrata oko centra za 0,7/2, 7,37 /2,
respektivno;

h mapa koja transformise dati jednakostrani¢ni trougao u ¢etvorougao
sa istim obelezenim temenom, i sa centrom gde je teziste trougla.

(a) Pokazati da A, f,, B, g, 1 h formiraju slede¢u kategoriju:

S
C [ ] ~ [
AN
O A
(b) Obeleziti strelice i objekte ove kategorije sa A, fn, B, gm 1 h.
(c) Dali je obelezavanje pod (b) jedinstveno?



(d) U svakoj od sledeéih transformacija zameniti upitnike sa
geometrijskim oblikom tako da svaka pojedina¢na transformacija
bude tacna:

(i)

? 92 ? g3 ?

ANELT SN R N

-1
?ga?h?b?fo?h?

(v) Dati kratak opis svake od Cetiri gornje kompozicije transformacija.

M
\ /
17) Pronaéi sva reSenja za strelice kategorije °
T
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