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Uvod u bojenje grafova

1 Basics

Definicija 1.1 Graf G je uredjeni par (V, E), gde je E C (‘2/) Elementi skupa V' se zovu ¢vorovi, a elementi
skupa E grane (wice) grafa G.

Definicija 1.2 Posebne klase grafova:

e Put sa n dvorova je graf P,, n € N, sa skupom ¢vorova {1,2,...,n} i skupom grana {{i,i + 1} : i =
1,2,...,n—1}.
e Ciklus sa n évorova je graf Cp,, n € N, sa skupom cvorova {1,2,...,n} i skupom grana {{i,i+ 1} :i =

1,2,...,n—1}U{n, 1}.
e Kompletan graf sa n cvorova je graf K,, n € N, sa skupom cvorova {1,2,...,n} i skupom grana
({1,2,...,n})
5 .

Definicija 1.3 Pod okolinom ¢évora u € V grafa G = (V, E) podrazumeva se skup Ng(u) = {v eV : {u,v} €
E} suseda évora u.

Definicija 1.4 Stepen évora u, dg(u) = |Ng(u)|, jednak je broju suseda évora w.

Definicija 1.5 Najmanji stepen grafa G je 6(G) = minycvdg(u), a najveci stepen grafa G je A(G) =
mingeyvda(u). Graf G je r-regularan, r € N, ako je 6(G) = A(G) =r. Graf G je regularan ako postoji r € N
tako da je G r-regularan graf.

Definicija 1.6 Graf G' = (V', E') je podgraf grafa G = (V,E), ako vazi V' CV i E' C EN (‘g/)
Definicija 1.7 Graf G' = (V', E’) je indukovani podgraf grafa G = (V, E), ako vazi V' CV i E' = EN (‘g/)

Definicija 1.8 Podskup C C V c¢vorova grafa G = (V, E) je klika ako su svaka dva cvora x,y € C,x # vy,
susedna v G. Podskup C C 'V évorova grafa G = (V, E) je nezavisan skup ako nikoja dva évora z,y € C,x # vy,
nisu susedna u G.

Definicija 1.9 Cuvorovi u i v grafa G su povezani ako u G postoji put ¢iji su krajnji cvorovi u i v. Graf G je
povezan ako su svaka dva njegova cvora povezana. Graf G je nepovezan ukoliko postoji bar jedan par ¢vorova
koji nisu povezani. Komponente grafa G su njegovi maksimalni povezani indukovani podgrafovi.

Definicija 1.10 Graf G = (V, E) je bipartitan ako postoji particija skupa évorova V.=V, UV,, V1 NV5 =),
tako da za svaku granu e € E vazi da ona spaja cvor iz Vi sa ¢vorom iz Va.

Definicija 1.11 Povezan graf bez ciklusa naziva se stablo. Graf koji ne sadrsi cikluse, tj. graf c¢ija je svaka
komponenta povezanosti stablo, naziva se Suma.

Definicija 1.12 Razapinjajuéi pograf grafa G = (V, E) je podgraf oblika (V,E'),E' C E. Razapinjajuée
stablo je razapinjajuci podgraf koji je stablo, a razapinjajuca Suma je razapinjajuci podgraf koji je Suma.
2 Bojenje ¢vorova

Definicija 2.1 Graf G = (V, E) je k obojiv ako se svakom ¢évoru moZe dodeliti jedna od k boja {1,2,...,k}
tako da su susedni évorovi obojeni razlic¢itim bojama, tj. to je funkcija f:V — {1,2,... k}, tako da za svaku
wicu e = uwv € E vazi f(u) # f(v). To je particija skupa V' u k nezavisnih skupova {V1,Va,...,V,}, gde je
Vi={vlf(v) =1}

Definicija 2.2 Hromatski broj x(G) je minimalno k za koje je graf G obojiv.

Lema 2.1 Za graf G = (V, E), |V| =n i |E| = m, i njegov hromatski broj x(G) vazi:
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2. x(Kp)=nix(K,) =0

3. x(Pn) =

4- x(Can) =2 i x(Cony1) =3

5. a(G) < x(G), gde je a(G) najveda klika u grafu,

6 [m] < x(G), gde je I(G) najveéi nezavisni skupu,

7. x(G) < i+ /2m+1
Teorema 2.1 Za svaki graf G, vazi: x(G) < A+ 1.

Definicija 2.3 Graf G je kritican ako za svaki podgraf H < G vazi x(H) < x(G). Graf je k -kritican ako je
kritican i ako je x(G) = k.

Lema 2.2 Ako je graf G k -kritican, tada je 6(G) > k — 1 i povezan je.
Lema 2.3 Svaki k -hromatski graf ima bar k ¢vorova stepena bar k — 1.

Definicija 2.4 Neka je S cvorni presek i G — S ima komponente V1, Va,..., V.. Tada se podgrafovi G; =
G[V; U S], nazivaju S -komponente od G.

Lema 2.4 U kriticno grafu nema ¢vornog preseka koji je klika.
Posledica 2.5 Svaki kritican graf nema artikulacionih tacaka.

Definicija 2.5 Ukoliko u svakom bojenje G; {u,v}-komponente grafa G, pridruZuje évorovima u i v iste
(raslicite) boje, tada se za graf G; kaze da je tipa 1 (2).

Teorema 2.2 (Dirac, 1953) Neka je graf G k -kritican sa dvoévornim presekom {u,v}. Tada vaZi:
o G =G1 UGy, gde je G; {u,v} -komponenta tipa i, (i =1,2)
o grafovi G1 +wv i Ga - uv su k -kriticni.
Lema 2.6 Neka je graf G k -kritican i neka je u, v njegov dvocvorni presek. Tada vaZi da je d(v)+d(u) > 3k—5.

Teorema 2.3 (Brooks, 1941) Ako je G povezan graf koji nije K,, ili Co,11, tada se moZe obojiti sa A > 3
boja.

Teorema 2.4 (Hajos conjecture, 1961) Ako je graf G k -hromatski, onda G sadrzi subdivision Kj.

Teorema 2.5 (Blanches Descartes, 1954) Za svaki prirodan broj k, postoji k -hromatski graf koji ne sadrzi
trouglove.

Definicija 2.6 Graf G je planaran ako se moZe nacratati u ravni tako da nema presecanja (osim u cvorovima)
medju ivicama.

Teorema 2.6 (Euler, 1750) Ako je G povezan planaran graf tada vazi: |V|— |E|+ |F| = 2.
Lema 2.7 Svaki planaran grafa ima barem jedna évor stempena manjeg od 6.

Lema 2.8 Svaki planaran graf 5 obojiv.

Teorema 2.7 (Four-coloring theorem) Svaki planaran graf je 4 obojiv.

Teorema 2.8 Graf je bipartitan akko nema ciklus neparne duZine.

Teorema 2.9 Graf G je 2-hromatski akko je bipartitan.



3 Hromatski polinomi

Definicija 3.1 (Brirkhoff, 1912) Broj razlicitih k -bojenje grafa G je 11 (G), gde su dva bojenja ekvivalentna
ako je c(V;) = c'(Vi).

Lema 3.1 e II(K,)=0
o MI(K,)=k(k—1)...(k—n+1)
o I(T,) = k(k— 1)1
o k< x(G)=1I,(G)=0
Teorema 3.1 Ako je G prost graf i e = uv wica, tada vazi g (G) = (G —e) — (G - €).

Teorema 3.2 I1;(G) je polinom od k stepena |V| sa celobrojnim koeficientima, sa nagstarijim koeficientom 1 i
nagmangim koeficientom 0, gde koeficienti i (G) alterniraju w znaku.

Posledica 3.2 Koeficient uz k"~' u hromatskom polinumu je —|E|.

Posledica 3.3 11 (G;) = g (G1)k(G2) .. . IIx(G,), gde su {G1,Ga,...G.} komponenta grafa G.

4 Bojenje ivica
Definicija 4.1 k -ivicéno bojenje grafa G je dodeljivanje boja {1,2, ...k} ivicama, tako da su svake dve ivice koje
imaju zajednicki cvor obojene razlicitim bojama. To je particija skupa dvorova na meéinge {Ey, Es, ..., E}.
Najmangi broj k za koji postoji k -ivicno bojenje grafa G naziva se iwicni hromatski broj, i oznacéava se sa x'(G).
Lema 4.1 1. X'(G) > A,

2. X'(G) < 2A —2 (First-Fit),

3. X(G) > (MLG)}, gde je M(G) najveéi mecing u grafu,

4- X'(C2n) =2 i X' (Cons1) =3
Teorema 4.1 x'(K,) =n ako je n parno i x'(K,) =n — 1 ako je n neparno.

Definicija 4.2 Zatvorena staza koja prolazi kroz sve grane grafa G naziva se Ojlerova kontura. Staza, koja nije
zatvorena i koja prolazi kroz sve grane grafa G, naziva se Ojlerov put. Graf G = (V, E) je Ojlerov ukoliko sadrzi
Ojlerovu konturu.

Lema 4.2 Ako je G graf ¢iji su stepeni svakog ¢vora bar 2, onda on sadrzi ciklus.
Teorema 4.2 Graf je Ojlerova akko je povezan i svaki ¢vor ima paran stepen.

Teorema 4.3 Neka je G povezan graf koji nije neparan ciklus. Tada G ima 2-bojenje, gde su obe boje prisutne
kod svakog ¢vora,, stepena veceg od 1.

Teorema 4.4 (Konig) Za svaki bipartitan graf x'(G) = A(G).

Teorema 4.5 (Vizing, 1964) Ako je graf G prost tada je A < x'(G) < A+ 1.

Teorema 4.6 (General Vizing) Ako je graf G i p najvedi broj wica koje spajaju dva cvora, tada je A <
X' (G) <A+ p.

5 List-coloring

Definicija 5.1 List-coloring je sledeéi problem: za graf G = (V, E) i za svaki évor iz G data je lista dozvoljenih
boja za ¢vor, (Sy)vev. Potrebno je obojiti graf tako da susedni cvorvi budu obojeni razlicitim bojama. Graf
je k-list obojiv ako za svaku familiju skupova sa |S,| = k postoji list-coloring za G. Najmanje takvo k je list
hromatski broj ch(G). Analogno se definise i list hromatski indeks ch'(G).



6 Dinitz problem

Teorema 6.1 (Dinitz, 1978) Data je matrica n X n, i neka je za svako polje (i,7) tada lista od n boja, C(i,7).
Tada je uvek moguce svako polje obojiti jednom od boja iz njegove liste, tako da polja u istoj vrsti i kolini imaju
razlicite boje.

Definicija 6.1 Neka je G = (V, E) usmeren graf. Kernel K C G je podgrag grafa G tako da vazi:
1. K je nezavistna u G,

2. za svaki évor u € K postoji v € K tako da uv € E.

Lema 6.1 Neka je G = (V, E) usmeren graf, i neka za svaki cvorv € V, imamo da vazi da je |C(v)| > d* (v)+1.
—
Ako svaki indukovani podgraf od G poseduje kernel, tada postoji list-coloring za G.

Definicija 6.2 (Stable merriages) Mecing M bipartitnog grafa G = (X UY, E) se zove stabilan ako vazi
slededi uslov: sa svaku wicu wv € M, u € X iv € Y, onda ili postoji uy € M tako da jey > v u N(u) ili
xv € M tako da je x > u i N(v), ill oba, gde je N(v),v € X UY, rank lista suseda ¢vorova v.

Teorema 6.2 Za svaki bipartitan graf postoji stabilni mecing.

Definicija 6.3 Latinski kvadrat je matrica veli¢ine n X n popunjena brojevima od 1 do n tako da se svaki broj
pojavljuje tacno jednom u svakoj vrsti i u svakoj koloni.

Teorema 6.3 Za svako n € N wvazi chi(Sy,) = n.

7 Heuristike za bojenje grafova

e Zykov tree

e Recursive Largest First - RLF

e Sequential Coloring - SC

e Degree of Saturation - DSATUR

e Backtracking Sequential Coloring - BSC

e Incomplete Backtracking Sequential Coloring (K) - IBSC(K)

e Tree Coloring
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